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摘要 :利用 Jahn 与 Rauh 提出的集值映射的切上导数概念, 给出了向量集值映射最优化问题的各种

有效解的充分与必要条件.
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在最优化理论中,真有效解的讨论一直是一个人们关注的课题,给出各种真有效解的必要

与充分的最优性条件是很有意义的. Abin 与 Ekeland[ 1, 2]、Corley[ 3]与 Luc[ 4]等人利用集值映射的

切导数概念分别对强有效解. 弱有效解与局部有效解给出了必要与充分最优性条件. Jahn 与

Rauh
[ 5]
利用他们引进的集值映射的切上导数概念, 给出了弱有效解与强有效解的必要与充分的

最优性条件.光对这两种解给出必要与充分的最优性条件, 对于向量优化理论来说是不完善

的,本文主要利用文献[ 5]中集值映射的切上导数概念,得出了Henig 真有效解,锥超有效解, Luc

真有效解的充分与必要性最优性条件.

1 � 预备定义与符号

在本文中, 我们总设 X , Y 为实赋范线性空间, Y
* 是 Y 的共轭空间, C 是 Y的闭凸点锥,

Y 的偏序由C 导出.

C 的共轭锥定义为 � C
*
: = {f � Y

*
: f ( y )  0 , �y � C } .

C
* 的拟内部记为 C

#
, 其中 � C

#
: = {f � Y

*
: f ( y )> 0 , �y � C \ {0} } .

用 cone( A)表示集合 A 生成的锥, 即 � cone( A) : = ! { �� : � 0} .

cl( A )表示 A 的闭包, int ( A)表示 A 的内部.

C 的凸子集B 称为是C 的基, 若 C= cone( B )且 0  cl( B) .

本文中总用 U表示 Y中的闭单位球. 设 B 为C 的基, 令  : = inf{ ∀ b∀: b � B } ,则显然  

> 0. �0< !<  , 记 C!( B ) : = cone( B+ !U) .

由文[ 6]知 C 有基的充分必要条件是C
# # �. 还可知, 当 C 有基B 时, cl( int C!( B) )是闭

凸点锥, 且 C \ {0} ! int C!( B ) , �0< !<  .

本文总设 S 是X 的非空子集, F : S ∃2
Y
是集值映射. 集合 graph( F ) : = { ( x , y ) S % Y: y �

F ( x ) }称为是 F 的图. 集合 epi( F) : = { ( x , y ) S % Y: y � F ( x )+ C}称为是 F 的上图.

设( x
1
, y

1
) � graph( F ) , 定义 F 的上图在点对( x

1
, y

1
)处的切锥为
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T( epi( F ) , ( x
1
, y

1
) ) : = { ( x , y ) � X % Y:存在{ xn } ! S , y n � F( x n) + C ,以及正数列{ t n} ,

使得 lim
n∃ &

( xn , y n) = ( x
1
, y

1
)且 lim

n∃ &
t n( ( xn , y n)- ( x

1
, y

1
) ) = ( x , y ) } .

用 TX ( epi( F) , ( x
1
, y

1
) )表示集合 T( epi( F) , ( x

1
, y

1
) )在 X 上的投影.

设 x
1 � S , y

1 � F ( x
1
)给定, 单值映射 DF( x 1

, y
1
) : TX ( epi( F) , ( x 1

, y
1
) ) ! X ∃ Y, 它的上图

等于 F 的上图在点对( x
1
, y

1
)处的切锥, 即 epi( DF ( x

1
, y

1
) ) = T ( epi( F) , ( x 1

, y
1
) )

称为是 F 在( x
1
, y

1
) 的切上导数.

由定义可知, 若 y= DF( x
1
, y

1
) ( x ) , 则 ( x , y ) � epi(DF( x

1
, y

1
) )= T( epi( F ) , ( x

1
, y

1
) ) , 于

是, 存在{ ( x n, yn ) } ! epi( F ) , 以及正数列{ t n} , 使

( x
1
, y

1
) = lim

n∃ &
( x n, yn ) 且( x , y ) = lim

n∃ &
tn ( x n- x

1
, yn- y

1
) .

若 S 为X 的凸子集, 集值映射 F: S ∃2Y称为是C- 凸的, 若� x
1
, y

1 � S , � t � [ 0, 1] 有

t F( x 1) + (1- t ) F( x 2) ! F ( tx 1+ (1- t ) x 2) + C.

我们考虑向量集值优化问题:

min{ F ( x ) : x � S } . (1)

令 F ( S ) = ! { F ( x ) : x � S } .我们给出向量集值优化问题的各种有效性概念.

定义 1 � 如果点对( x
1
, y

1
) 满足( F ( S )- y

1
) ∋- C = {0} , 则称( x

1
, y

1
)为问题(1)的有效

点对, 并称 x
1为问题(1)的有效解.

定义 2 � 如果点对( x
1
, y

1
) 满足( F ( S )- y

1
) ∋- intC = �, 则称( x

1
, y

1
)为问题(1)的弱有

效点对, 并称 x
1 为问题(1)的弱有效解.

定义 3 � 设 C 有基B . 如果对某个 0< !<  , 满足( F ( S ) - y
1
) ∋- intC!( B) = �, 则称

( x
1
, y

1
)为问题(1)的Henig 有效点对.

定义 4 � 称点对( x
1
, y

1
)为问题( 1)的超有效点对, 若存在正数 M > 0, 使得 cone( F ( S) -

y
1
) ∋( U- C ) ! MU.

定义 5 � 称点对( x
1
, y

1
)为问题(1)的锥超有效点对(或称 x

1 为问题(1)的锥超有效解) , 若

存在正数 M > 0,使得 cone ( F ( S )+ C- y
1
) ∋ ( U- C) ! MU.

定义 6 � 称点对( x
1
, y

1
)为问题(1)的 Luc 有效点对, 若存在点凸锥 G ! Y, 使 C \ {0} !

int G , 且( F( S) - y
1
) ∋- G = {0} .

2 � 切上导数与最优性条件

定理 1 � 设 C 具有基B . 如果( x
1
, y

1
)是问题(1)的Henig 有效点对, DF( x 1

, y
1
)存在, 且DF

( x
1
, y

1
)在 S- x

1上有定义, 则存在某个 !< 0,使得 0< !<  , 且

DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
)  - intC!( B ) , �x � S .

证明:由( x
1
, y

1
)是问题(1)的Henig 有效点对, 则 #0< !<  , 使

( F ( S )- y
1
) ∋- intC!( B ) = �. (2)

假若存在 x � S , 使对上述 !> 0,

y= DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
) � - intC!( B ) . (3)

由切上导数的定义, 知( x - x
1
, y ) � T ( epi ( F ) , ( x

1
, y

1
) ) . 于是存在序列{ ( xn , y n ) } !

epi( F ) ,以及正数列{ tn }使得
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( x
1
, y

1
) = lim

n∃ &
( x n, yn ) 且 ( x- x

1
, y )= lim

n∃ &
t n( xn- x

1
, yn- y

1
) . (4)

由式( 3)与(4) , 有 y= lim
n∃ &

tn ( y n- y
1
) � - intC!( B ) .可知, 当 n 充分大时, 有 tn ( y n- y

1
) � -

intC!( B ) ,从而

y n � y
1
- intC!( B ) . (5)

因为( x
1
, y

1
) � epi( F ) ,存在 y n � F ( x n) , 以及 cn � C , 使得 y n= yn+ cn .

由 intC!( B )+ C= intC!( B ) ,据式(5) ,有 y n= yn- cn � y 1- intC!( B) - C = y
1- intC!( B ) ,

而 xn � S,知 yn � F( S) . 从而有 yn- y 1 � ( F ( S )- y
1
) ∋- intC!( B ) .这与式(3)矛盾. 因此 DF

( x
1
, y

1
) ( x - x

1
)  - int C!( B) , �x � S .因而,存在某个 !> 0, 使得0< !<  , 且DF( x 1

, y
1
) ( x

- x
1
)  - intC!( B) , �x � S .

为了得出点对( x
1
, y

1
)是问题(1)的解的充分性条件, 我们给出下面的引理(见文[ 5] ) .

引理 1 � 设 S 是X 的非空凸子集, F : S ∃2Y是C- 凸映射, 若 x
1 � S, y

1 � F ( x
1
) , 使得 F

在( x
1
, y

1
)的切上导数存在, 则有 F( x )- y

1 ! DF( x
1
, y

1
) ( x- x

1
)+ C, �x � S .

注1 � 若 S 是X 的非空凸子集, F: S - 2Y 是C- 凸映射,且 F 在( x
1
, y

1
)的切上导数存在,

则DF( x
1
, y

1
)在 S- x

1
上有定义.

定理 2 � 设 S 是X 的非空凸子集, F 是 C- 凸映射, DF( x 1
, y

1
)存在. 其中 x

1 � S , y
1 �

F ( x
1
) . 又设 C 有基B . 若存在某个 !< 0, 使得 0< !<  , 且 DF( x 1

, y
1
) ( x- x

1
)  intC!( B) ,

�x � S ,则( x
1
, y

1
)是问题(1)的Henig 有效点对.

证明:由已知条件,存在某个 0< !<  , 使 DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
)  - intC!( B ) , �x � S .

由文[ 6] , 知 C!( B)是点凸锥, 且 C \ {0} ! intC!( B) , 从而

{DF( x
1
, y

1
) ( S- x

1
)+ C} ∋(- intC!( B ) ) = �.

由引理1以及 C ! C!( B ) , 知

( F ( x ) - y
1
) ∋ (- intC!( B) ) ! {DF( x 1

, y
1
) ( x- x

1
)+ C} ∋ (- intC!( B) ) = �, �x � S ,

知( F( S )- y
1
) ∋ ( - int C!( B ) )= �.因此( x

1
, y

1
)是问题(1)的Henig 有效点.

由定理1, 注 1与定理 2, 我们可得到以下的推论.

推论 1 � 设 S 是X 的非空凸子集, F : S - 2Y是C- 凸映射, DF( x 1
, y

1
)存在, 其中 x

1 � S,

y
1 � F( x

1
) .又设 C 有基B. 则( x

1
, y

1
)是问题(1)的Henig 有效点对的必要充分性条件是存在某

个 !> 0, 使得 0< !<  , 且 DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
)  - intC!( B ) , �x � S.

定理 3 � 设DF( x 1
, y

1
)存在, 且 DF( x1

, y
1
)在 S- x

1上有定义, 其中 x
1 � S , y

1 � F ( x
1
) . 若

( x
1
, y

1
)是问题(1)的锥超有效点对, 则若存在正数 M, 使得

cone(DF( x 1
, y

1
) ( S - x

1
) + C) ∋ ( U- C) ! MU.

证明:任取 z � cone(DF( x 1
, y

1
) ( S- x

1
) ) ∋ ( U- C ) , 则 z= �y= u- c, 其中 � 0, y = DF

( x
1
, y

1
) ( x- x

1
) , x � S, u � U, c � C.

不妨设 z #0, 则 �> 0, 由 y= DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
) , 因此存在正数列{ tn} ,以及

{ ( x n, yn) } ! epi( F ) , 使 lim
n∃ &

( xn, yn )= ( x
1
, y

1
) , 且( x- x

1
, y ) = lim

n∃ &
tn( xn- x

1
, yn- y

1
) .

因此 y = lim
n∃ &

tn( yn- y
1
) . 由( x n, y n) � epi( F) , 存在 y(n � F ( x n) , 其中 x n � S, 使 y n= y(n+ cn,

cn � C . 因而有

y = lim
n∃ &

tn ( y(n- y
1+ cn ) .
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由 t n( y(n- y
1
+ cn) � cone( F( S )- y

1
+ C)以及( x

1
, y

1
)是问题(1)的锥超有效点对, 则存在 M

> 0, 使 cone( F ( S)- y
1+ C) ∋( U- C) ! MU ,从而 cone( F ( S )- y

1+ C) ∋ (2U- C) ! 2MU .

再由 z = �y � U- C ! int2U- C, 知当 n充分大时,

�t n( y(n- y
1+ cn) � cone( F( S )- y

1+ C ) ∋(2U- C ) ! 2MU .

由2MU是闭集, 令 n ∃ & , 知 z= �y � 2MU, 因此

cone(DF( x
1
, y

1
) ( S - x

1
) ) ∋ ( U- C) ! 2MU= M(U.

故存在正数 M, 使得 cone(DF( x 1
, y

1
) ( S - x

1
)+ C ) ∋( U- C ) ! MU.

定理 4 � 设 S 是X 的非空凸子集, F : S - 2Y是C- 凸映射. 若 DF( x 1
, y

1
)存在, 其中 x

1 � S, y
1

� F( x
1
) . 则( x

1
, y

1
)是问题(1)的锥超有效点对的充分必要条件是存在正数 M, 使得

cone(DF( x 1
, y

1
) ( S - x

1
) + C) ∋ ( U- C) ! MU.

证明:充分性.

设存在正数 M, 使得 cone(DF( x
1
, y

1
) ( S - x

1
)+ C ) ∋( U- C ) ! MU.

由引理1知 F( x )- y
1 ! DF( x 1

, y
1
) ( x- x

1
)+ C , �x � S .

因此

cone( F ( x )- y
1+ C) ! cone(DF( x 1

, y
1
) ( x - x

1
)+ C ) , �x � S. (6)

所以

cone(DF( x 1
, y

1
) ( S- x

1
) + C) ∋( U- C) ! MU, �x � S . (7)

由(6) , (7) , 有 cone(F( x ) - y
1+ C ) ∋( U- C ) ! MU, �x � S , 知( x

1
, y

1
)是问题(1)的锥超有效

点对.

必要性. 设( x
1
, y

1
)是问题(1)的锥超有效点对.由于 S 是凸集, F : S ∃2Y是C- 凸映射,知

DF( x 1
, y

1
)在 S- x

1上有定义.类似定理 3的证明,可知存在 M(> 0,使

cone(DF( x
1
, y

1
) ( S - x

1
) + C) ∋ ( U- C) ! M(U.

即存在正数 M, 使得 cone(DF( x 1
, y

1
) ( S - x

1
)+ C ) ∋( U- C ) ! MU.

定理 5 � 设 S 是X 的非空凸子集, F : S ∃2Y是C- 凸映射. 若 DF( x1
, y

1
)存在, 其中 x

1 �

S , y
1 � F ( x

1
) . 又若存在点凸锥 G , 使 C \ {0} ! intG , 且

DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
)  - G \ {0} , �x � S .

则( x
1
, y

1
)是问题(1)的 Luc有效点对.

证明:由已知条件知, 存在点凸锥 G, 使

C \ {0} ! int G , 且(DF( x 1
, y

1
) ( S - x

1
) + G) ∋ (- G \ {0} ) = �.

由引理1,有

( F ( x )- y
1
) ∋( - G \ {0} ) ! (DF( x1

, y
1
) ( S - x

1
)+ C) ∋ (- G \ {0} ) !

(DF( x
1
, y

1
) ( S- x

1
)+ G) ∋(- G \ { 0} )= �, �x � S .

因此( F ( S )- y
1
) ∋- G= {0} , 知( x

1
, y

1
)是问题(1)的 Luc有效点对.

定理 6 � 若( x
1
, y

1
)是问题(1)的Luc有效点对(即 x

1 � S , y1 � F ( x
1
) ,且存在点凸锥 G ! Y,

使 C \ {0} ! intG , 且( F( S) - y
1
) ∋- G= {0} ) , 且 DF( x

1
, y

1
)存在, DF( x

1
, y

1
)在 S - x

1
上有

定义, 则有 DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
)  - intG, �x � S .

证明: 由( x
1
, y

1
)是问题(1)的 Luc有效点对, 则 x

1 � S , y
1 � F ( x

1
) , 且存在点凸锥 G, 使

C \ {0} ! intG , 以及

( F( S) - y
1
) ∋- G= {0} . (8)
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假若存在 x � S , 使
DF( x 1

, y
1
) ( x- x

1
) � - intG , (9)

令 y= DF( x 1
, y

1
) ( x- x

1
) , 由切上导数的定义知, 存在{ ( x n, yn ) } ! epi( F ) , 以及正数列{ t n} ,

使

( x
1
, y

1
)= lim

n∃ &
( xn , y n) 且( x- x

1
, y )= lim

n∃ &
t n( ( xn- x

1
, yn- y

1
) ) .

知 y= lim
n∃ &

t n( y n- y
1
) , 由式(9)知, 当 n 充分大时, 有

yn � y
1- intG. (10)

因为( x n, y n) � epi( F) , 存在 y(n � F ( x n) , cn � C, 使 yn= y(n+ cn. 又由 intG ∃ C \ {0} , 有

C+ intG ! G+ intG= intG. 再由式(10)知, y(n= y n- cn � y
1- cn- intG ! y

1- intG .而 y(n � F

( x n) , 这与式(8)矛盾, 因此

DF( x 1
, y

1
) ( x - x

1
)  - intG , �x � S.
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Proper Efficiency in Vector Set- Valued Optimization Problem

LIU Wei , CAI Qian�feng

( Dept. of Applied Mathematics , GDUT , Guangzhou 510090, China)

Abstract: In this paper, the necessary and suff icient conditions of various proper efficient solut ions in vec�
tor set- valued optimization problem are obtained by using the concept of cont ingent epiderivat ive, which

has been introduced by Jahn and Rauh.
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